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Resume. — La reduction des varietes de Siegel modulo un nombre premier p est stratifiee 
par le rang multiplicatif du groupe p-divisible de la variete abelienne universelle. Pour r > 0, le 
sous-groupe multiplicatif maximal de la restriction du groupe de p-torsion de la variete abelienne 
universelle a la r-ieme strate se releve canoniquement sur le tube de cette strate et definit un 
« sous-groupe canonique partiel de rang r » . Nous montrons qu'il existe un voisinage strict du 
tube sur lequel ce sous-groupe s'etend de maniere finie et plate. Sur la strate ordinaire et au 
voisinage de celle-ci, on retrouve le sous-groupe canonique usuel etudie par Abbes et Mokrane, 
et Andreatta et Gasbarri. 

Abstract. — The reduction of Siegel varieties modulo a prime number p is stratified by the 
multiplicative rank of the p-divisible group of the universal abelian variety. For r > 0, the 
maximal multiplicative subgroup of the restriction of the p-torsion group of the universal abelian 
variety to the r-th stratum lifts canonically to the tube of this stratum and defines a « partial 
canonical subgroup of rank r » . We show that there exists a strict neighbourhood of the tube on 
which this subgroup extends in a finite flat way. On the ordinary stratum and its neighbourhood, 
we recover the usuel canonical subgroup studied by Abbes and Mokrane, and Andreatta and 
Gasbarri. 

Soient 1 < r < g deux entiers, p un nombre premier et n > 3 un entier non divisible 
par p. Notons A g , n le schema sur Spec(Z[l/n]) qui parametre les varietes abeliennes principa- 
lement polarisees de genre g munies d'une structure de niveau principale en n, et notons G le 
schema abelien universel sur A g ^ n . Soit A gn l a compactification toroi'dale de A g ^ n associee au 
choix d'une decomposition polyedrale admissible polarisee [F C90[ ch. IV] ; c'est un schema 
sur Spec(Z[l/n]). D'apres [FC901 th. IV.5.7], il existe un schema semi-abelien canonique 
sur Ag t n qui prolonge le schema abelien universel ; notons encore G ce schema semi-abelien. 
L'ensemble des points x S A 9t n x Spec(F p ) tels que le groupe de p-torsion G x [p] soit de rang 
multiplicatif p r definit un sous-schema localement ferme 

~X g>n Ag, n x Spec(Fp) . 

De meme, l'ensemble des x G A g ^ n x Spec(F p ) tels que G x \p] soit de rang multiplicatif < p r 
definit un sous-schema ferme 

~Af n ^ A g , n x Spec(Fp) . 
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Nous verrons que A g n est ouvert dans A~ n ; il est dense d'apres le theoreme principal 
de |Oo91| . mais nous n'utiliserons pas ce fait dans la suite. Nous verrons qu'il existe un 
sous-groupe multiplicatif -f^ul ^ e G\p] qui est fini, plat et totalement isotrope de rang p r 
sur A r gn et qui est fibre a fibre le sous-groupe multiplicatif maximal de G\p\. Notons 

A ris 

la variete analytique rigide associee a A g , n x Spec(Q p ), et notons ]*4^ >n [ et ].A^J les tubes 
de A^g n et de 

A-' 

dans A gn . D'apres le theoreme de rigidite des tores [SGA3 IV th. 3. bis], H*' aul se releve 
canoniquement en un sous-groupe H£ an de G[p] qui est fini, plat et totalement isotrope de 
rang p r sur ]A g n [. Le but de cet article est de demontrer que le sous-groupe H£ an surconverge, 
c'est-a-dire qu'il se prolonge a des voisinages stricts du tube. 

Theoreme principal. — // existe un voisinage strict U de ]3?I„[ dans ]A^ n [ et un sous- 
groupe H£ jj de Gu[p] qui est fini et plat de rang p r sur U et qui prolonge H 7 caii . Le sous- 
groupe H^ n u est unique et totalement isotrope des que toute composante connexe de U ren- 
contre ]Ag jn [. 

On appelle H^ n v un « sous-groupe canonique partiel de rang p r sur U » . Le sous-groupe 
canonique partiel de rang p r est unique sur l'union des composantes connexes de U qui ren- 
contrent ]*4. gj „[ ; remarquons d'ailleurs que cette union est encore un voisinage strict de ]^4 9j „[- 

< r 

Remarque. — II n'existe pas de sous-groupe canonique partiel de rang p r hors de ]A~ n [. En 
effet, lorsque G[p] est de rang multiplicatif > p r , il n'admet aucun sous-groupe multiplicatif 
privilegie de rang p r . 

Dans le cas ou r = g, le sous-groupe canonique partiel n'est autre que le sous-groupe 
canonique habituel ; son existence a ete prouvee par Lubin et Katz |Ka72) lorsque g = 1 
puis independamment par Abbes et Mokrane |AM04j . Andreatta et Gasbarri |AG07| et 
Fargues [FarlOj pour g quelconque. Ces auteurs definissent des filtrations sur le groupe de p- 
torsion des schemas abeliens. lis relient ensuite ces filtrations a l'invariant de Hodge des sche- 
mas abeliens. Cela leur permet d'obtenir l'equation de voisinages stricts ou le sous-groupe 
canonique est defini. Pour les varietes de Hilbert, Kisin et Lai [KL05J ont construit le sous- 
groupe canonique par des methodes de geometrie rigide. Notre travail s'inscrit dans cette 
lignee. Nos resultats sont utilises par le premier auteur de cet article dans un travail en cours 
sur le prolongement analytique des formes de Siegel p-adiques : les sous-groupes canoniques 
partiels constituent un outil essentiel pour la comprehension de la dynamique des correspon- 
dances de Hecke. 

Supposons a nouveau r quelconque et expliquons les grandes lignes de la demonstration de 
l'assertion d'existence du theoreme. L'idee generale est d'appliquer un theoreme de surcon- 
vergence du tube du a Berthelot |Ber96j a un morphisme d'oubli du niveau pour montrer 
que ce dernier realise un isomorphisme sur certains voisinages stricts ; le sous-groupe cano- 
nique partiel sera obtenu via l'isomorphisme inverse. Notons A g ^ n ^ l'espace de modules des 
varietes abeliennes principalement polarisees de genre g munies d'une structure de niveau 
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principale en n et d'un sous-groupe fini, plat, totalement isotrope, tue par p et de rang p r . Ap- 
pelons H le sous-groupe fini et plat universel sur A gn ,3- L'oubli de H induit un morphisme 
: Ag t n,9 Ag 7 n- D'apres le theoreme principal de |St08j . il existe une compactification 
toroi'dale A g ^ n ^ de A g ^ n ^ associee au choix combinatoire ayant servi a definir A giU , et un 
morphisme W : A g n q — > A g , n etendant tt. Le groupe H se prolonge sur A g ^ n ^ par adherence 
schematique dans le groupe quasi-fini et plat G[p] ; nous obtenons ainsi un groupe quasi-fini et 
plat sur A g<n ^ encore note H. Definissons des sous-schemas de A g ^ n ^ x Spec(F p ) en posant 

X n>S) = { s € ~Ag,n,® x Spec(Fp) | H s = G s [p}™ 1 }, 
A£ n ,9 = {seV,»xSpec(F p ) | H s DG s [ P r ul }, 
A g "n,9 = { s G A g , n ,® x Spec(F p ) | H s c G s [p] mul }. 

Nous prouverons que H est fini et plat de rang p r sur A^ n ^. Le morphisme 7f envoie A^ gn g, 
sur t^^,g 

—r<r 

sur A g ^ n . Nous montrerons que 7f realise un isomorphisme entre A r g ^ n ^ et A T gn et est etale en 
tout point de 

Nous pourrons done appliquer le theoreme |Ber96, th. 1.3.5] au diagramme commutatif 

~rr — j< r — jfor 

•A g ,n,® *" -^ g ,n,& -^ g ,n,S> 



A~ r 









TV 


TV 


- 


\ 







X *A- r ^A im 

•^9,n *^g,n ^g,n 

dans lequel A g ° T n et A g ° T n q, designent les completes formels p-adiques de A g ^ n et de A g ^ n ^ ; 
nous en deduirons que If realise un isomorphisme 

et qu'il existe des voisinages stricts U et V de ]^C n [ et de ]*4^„^[ dans ].A~^[ et dans ]A^ n ^[ 
tels que W realise un isomorphisme de V sur U. II restera a verifier que H est fini et plat de 
rang p r sur V ; nous pourrons alors definir le sous-groupe canonique partiel de rang p r sur U 
par la formule -ff<T an = (^ 1 )*H. 

Expliquons a present pourquoi W realise un isomorphisme de A g n @ sur A g n et est etale en 
tout point de 

-j>r 

Ceci est evident sur les lieux modulaires obtenus par intersection avec A g ^ n ^ et avec A g ^ n : le 
caractere etale resulte par exemple du theoreme de rigidite des tores. Ainsi, il suffira de montrer 
que 7r est etale en tout point du bord de A~ n @ ; cela occupera la majeure partie de l'article. 
Nous montrerons en fait le caractere etale de n lorsque n = 1 car cette hypothese simplifie 
grandement la description explicite des compactifications toro'idales. Nous travaillerons alors 
non plus avec des schemas mais avec des champs algebriques. Le caractere etale de 7f lorsque 
n > 3 suivra par changement de base. 
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Nous nous ramenerons a prouver un enonce d'etalite sur les espaces de module de 1-motifs. 
Nous utiliserons une description du morphisme d'oubli du niveau entre espaces de modules 
de 1-motifs faisant intervenir un morphisme d'oubli du niveau entre varietes de Siegel de 
genre < g, une isogenie entre varietes abeliennes, et une isogenie entre tores. Le caractere etale 
du morphisme d'oubli entre varietes de Siegel de genre < g resulte de la discussion precedente, 
et nous montrerons que l'isogenie entre varietes abeliennes est etale, et que l'isogenie entre 
tores est un isomorphisme. 

Remarquons que ni Ag jU , ni Ag, n> @, ni meme le morphisme Ag, n> @ — > A g ^ n ne verifient de 
proprietes modulaires simples. C'est la raison pour laquelle le caractere etale est plus delicat 
a demontrer au bord : on ne peut pas appliquer directement de critere infinitesimal. 



1. Stratification des varietes de Siegel par le rang multiplicatif 

Soit g > 1 un entier et p un nombre premier. Notons A g le champ algebrique sur Spec(Z) 
qui parametre les schemas abeliens principalement polarises de genre g, et notons Go le 
schema abelien universel (note G dans l'introduction) sur A g . Soit 1 < r < g un entier; 
posons 3> = {r}. Notons A g ^ le champ sur A g parametrant les sous-groupes H C Go[p] qui 
sont finis, plats et totalement isotropes de rang p r . Notons Hq le sous-groupe universel (note H 
dans l'introduction) sur A g ^ et G\ = Gq/Hq. D'apres [dJ93j, la donnee du schema abelien 
principalement polarise Go et du sous-groupe totalement isotrope Hq C Gq\j>] est equivalente 
a celle d'une chaine d'isogenie 

o — > — > — > ^o J 

ou a* est duale de a, ou A est une polarisation de Gi, et ou la composee a'oAoa est egale a la 
multiplication par p de la polarisation principale de Go- Nous prefererons frequemment parler 
de chaines d'isogenies plutot que de sous-groupes : les conditions d'isotropie s'expriment de 
maniere plus synthetique dans le langage des chaines. 

Soit S le spectre d'un corps de caracteristique pet I un groupe fini de p-torsion sur S. 11 
existe un devissage canonique 

q ^ j^-mul ^ % ^ j^-non— mul ^ g 

en groupes finis sur S tels que X mul soit multiplicatif et que X non mul n'admette pas de 
sous-groupe multiplicatif. On appelle rang multiplicatif de X le rang de X mul . 

Dans le cas ou S est un schema sur F p qui n'est pas necessairement le spectre d'un corps, 
et X est un groupe fini et plat de p-torsion sur S, la fonction de S dans N qui a s £ S 
associe le rang multiplicatif de X s est semi-continue superieurement : elle peut decroitre lors 
de specialisations. 

Definissons plusieurs sous-schemas localement fermes reduits de A g x Spec(F p ) et de 
A 9t @ x Spec(Fp) de la maniere suivante : 



A r 


= {s 


£ Ag X 


Spec(Fp) 


1 rg(G , s [p] mul ) =p r 


}• 


A>r 
3 


= {s 


€ Ag X 


Spec(Fp) 


1 rg(G >] mul ) >p r 


}, 


A<r 
^9 


= {s 


€ Ag X 


Spec(Fp) 


| rg(G >] mul ) <P r 


}, 


A- r 


= {s 


G A g r$ 


x Spec(Fp) 


| ^o, s = G , s M mul 


}■ 


= {s 


G A g r$ 


x Spec(Fp) 


1 ffo lS cG , s [p] mi11 


}• 


A<r 
^g,9 


= {s 


£ ^g,2 


x Spec(Fp) 


I H , s d G >] mul 


}• 
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Remarquons que ir : A g ,@ — > A g envoie A r g @ dans A r g , A~ r ^ dans A^- r et A~ r g dans A^ r . On 
deduit de la semi-continuite du rang multiplicatif que les immersions 



A r ^ A- r 

S\g —> S\g 



et 



a: m ^ Af 

sont fermees et que les immersions A r „ > Af r et A r m > A^ 7 ^ sont ouvertes. De meme, les 



immersions 



et 



sont ouvertes et les immersions 



et 



Af r ^A g x Spec(F f 



A Y,°J ^ A 9' & x s P ec ( F p) 



Af r ^ A g x Spec(F f 



A %j ^ Agoj x Spec(Fp) 



sont fermees. D'apres le theoreme de Oort |Oo91j . Ag est dense dans A^ r '. Nous n'utiliserons 
pas ce fait dans la suite. 

Exemple 1.1. — Si r = g, alors A r g = A^- r est le lieu ordinaire de A g x Spec(F p ) = Af r . 
De meme, 

A r ^ - A- r 

est le lieu ordinaire-multiplicatif et A^ ^ est la composante irreductibles de A g ^ x Spec(F p ) 
ou le sous-groupe universel Hq est egal au noyau du morphisme de Frobenius de Go- 

Rappelons qu'un homeomorphisme universel est un morphisme de schemas qui induit une 
homeomorphisme apres tout changement de base. 

Lemme 1.2. — La projection canonique n : A r g $ — > A r g est un homeomorphisme universel. 

Demonstration. — On verifie aisement que tt est propre. II sufht done de montrer qu'elle est 
universellement bijective. Soit S un schema sur A r g . Si Ton note 

S' = S Xj^r A g g , 

on obtient un schema abelien G sur S et un sous-groupe H de Pour tout s 6 S, le rang 

multiplicatif de G s \p] est p r . Le groupe G s \p] contient done un unique sous-groupe multiplicatif 
de rang p r , a savoir G<j[p] mul . Comme l'ensemble sous-jacent a 7r _1 (s) est en bijection avec 
celui des sous-groupes multiplicatifs de rang p r de G s [p], on voit que tt induit une bijection 
entre S et S'. □ 



Proposition 1.3. — La projection canonique tt : A g ^ — > A g est etale en tout point de A g 

> r A>r 



>r 



et induit une surjection de A g r ^ sur A 



y 



6 



VINCENT PILLONI ET BENOlT STROH 



Demonstration. - La surjectivite est evidente. Pour montre l'etalite, on applique le critere 
infinitesimal. Soit S un schema affine et S' un sous-schema ferme de S defini par un ideal de 
carre nul. On se donne un diagramme commutatif 

S *Ag 

et l'on veut montrer qu'il existe une unique factorisation S — > A g ^. Le diagramme precedent 
induit un schema abelien G sur S et un groupe fini et plat H C G$' [p] dont toutes les fibres sont 
multiplicatives. Le sous-groupe H de Gs> est done multiplicatif sur S' , et s'etend de maniere 
unique en un sous-groupe multiplicatif de G par le theoreme de rigidite des tores [SG A 3 IV th. 
3. bis]. On a bien obtenu une factorisation S — > A g ^. □ 

Le corollaire suivant resulte du lemme 11.21 et de la proposition 11.31 en remarquant que tout 
homeomorphisme universel etale est un isomorphisme. 

Corollaire 1.4- — Le morphisme d'oubli du niveau induit un isomorphisme it : A r g C j A r g . 

L'isomorphisme inverse A g —> A r g g permet d'obtenir un sous-groupe Hq C Go[p] x^ g A r g 
fini, plat et multiplicatif, tel que pour tout s € A r g , on ait 

H Q , S = Go, s [p] mul - 
Nous aurions pu deduire cela directement de [HT01. coro. II. 1.2]. 

Remarque 1.5. — Dans le cas ou r = g, le groupe Hq coincide avec le noyau du morphisme 
de Frobenius de Gq x A g . 



2. Stratification sur les compactifications toroidales 

2.1. Rappels. — Dans ce paragraphe, nous rappelons les proprietes des compactifications 
toroidales qui seront utilisees dans la suite. Commengons par fixer quelques notations. 

Soit V = ®^£i ^ ej un Z-module libre de rang 2g muni d'une base (ej). Munissons V de 
l'accouplement symplectique donne par la formule 

{ ^2 a-i ei , ^2 bj ej ) = aib 2g - a 2g bi + a 2 b2 g -\ - a 2g -\02 H V a g b g+1 - a g+ ib g . 

i=i j=i 

Notons C l'ensemble des sous-modules facteurs directs totalement isotropes de V. Pour 
tout V e €, notons CiV/V^) le cone des formes quadratiques semi-definies positives a 
radical rationnel sur V/V' 1 ~ ® R. Toute inclusion V" C V entre elements de £ induit une 
inclusion C(V/V"' L ) C C(V/V ). Definissons un complexe conique en posant 

* = ( II c(v/v ,x )) I ~ 

Vv'ec / 

ou ~ est la relation d'equivalence engendree par les inclusions C(V/V" ) C CiV/V 1 ^) pour 
tous V", V £ € verifiant V" C V . 
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Notons r = GSp 23 (Z) le groupe des similitudes symplectiques de V. Ce groupe agit d'une 
maniere compatible sur £ et sur ^ . Associons a Ql = {r} une cliaine de V en posant 

V 9 = (V|cV^cV|cV|) 
V% = p-V 

vl = (e- = i z • ei) e (ei>r p i ■ (k) 
v% = V 

Le stabilisateur de V@ dans T est le groupe parahorique habituellement associe a : il 
est forme des matrices de T dont la reduction modulo p est triangulaire superieure par blocs, 
le premier bloc etant de taille r x r. 

Choisissons desormais une decomposition polyedrale rationnelle T-admissible 5? de ^ 
comme dans |St08| par. 3.2.3]. Cette decomposition est en particulier T^-admissible. Les 
constructions effectuees dans [FC90, ch. IV] et dans [St08j permettent d'associer a 5f deux 
champs algebriques A g et A 9t g propres sur Spec(Z), ainsi qu'un diagramme cartesien 

(2.1. A) A g oj ^A g0J 

TT 
Ag 

dans lequel les fleches horizontales sont des immersions ouvertes d'image dense. Les champs A g 
et Ag^ sont munis de stratifications respectivement parametrees par £/T et par <£/T$. Le 
morphisme W respecte ces stratifications, et la fleche induite par W sur l'ensemble des strates 
est la projection canonique £/T £/T$. 

Remarque 2.2. — Les champs A g et A g ^ sont egalement munis de stratifications parame- 
trees par les ensembles finis y /V et y /Tg. Ces stratifications raffinent celles parametrees 
par C/r et £/Tg d'une maniere compatible au morphisme de 5? dans £ qui envoie a sur 
l'unique V tel que a soit inclus dans l'interieur de C{V/V'^-). Dans la suite de Particle, nous 
n'utiliserons pas les stratifications d'origine combinatoire parametrees par y /T et y /T$. 

Description du bord des compactifications. - - Rappelons que l'on peut donner un sens au 
henselise d'un champ algebrique X le long d'un sous-champ ferine Y : c'est la limite projective 
des champs algebriques munis d'un morphisme affine etale vers X induisant un isomorphisme 
au-dessus de Y. Cette limite projective existe dans la 2-categorie des champs algebriques 
puisque les fleches de transition sont affines. Dans le cas ou X est un schema et Y un point 
ferme, la definition precedente coincide avec celle du henselise habituel, car les ouverts etales 
affines sont cofinaux parmis tous les ouverts etales. Dans le cas general, la completion formelle 
de X le long de Y coincide avec celle du henselise de X le long de Y . Notons X hy le henselise 
de X le long de Y . 
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Soit V € £. Notons Zy et Zy g les strates de A g et de A g ^ parametrees par V'. Nous 
appelons « henselise du diagramme (|2.ip le long de la l/'-strate » le diagramme commutatif 



•A n 01, x-r _ A 



'' z v> 



*> 9 Ag,® ^9,@ 



-A hz v',s> 
Ag,® 



A v 

J\g 



De meme pour tout diagramme cartesien stratifie analogue a (12.11) . D'apres [FC9Q1 th. IV. 5. 7] 
et |St081 th. 3.2.7.1], le henselise du dia gramme (12.11) le long de la V-strate est canoniquement 
isomorphe au quotient par un groupe discret du henselise d'un diagramme 



(2.2.A) 



My',® ■ 

■Kyi 



My 



V'9 



M 



V 



M 



v 



le long d'une strate ; toutes les notations employees seront expliquees dans la suite de ce para- 
graphe. On en deduit une description du complete formel de A g et de A 3: q le long des strates. 

II nous faut a present expliquer le diagramme ()2.2.Ap . En un mot : My est l'espace de 
modules des 1-motifs de genre g principalement polarises et rigidities par V' [StO§, def. 1.4.3], 
et le morphisme Mv',%? ~> My parametre les structures de niveau parahoriques sur le 1-motif 
universel qui sont de type Q en p et rigidifiees par V' |St08l par. 1.4.9]. Le champ My 9 
parametre done certains sous-groupes finis, plats et totalement de rang p r du groupe des 
points de p-torsion du 1-motif universel [St08, par. 1.2.4]. Rappelons que le groupe des points 
de p-torsion d'un 1-motif est muni d'une filtration a trois crans dont les gradues sont appeles 
« partie torique », « partie abelienne » et « partie periodique ». Le champ My,® parametre 
les sous-groupes H dont les parties toriques, abeliennes et periodiques sont determinees par la 
position relative de la chaine et du drapeau (V' C V' 1 - C V) : l'existence d'une rigidification 
par V' impose notamment que le rang torique de H soit egal au cardinal du noyau de 



{V% n V) 



0>h n V) ® f p 



■F r . 



(v|/v|n^) 



(qui est egal au cardinal du noyau de (V^/ n V'^) 
on le voit par dualite), que le rang abelien de H soit egal au cardinal du noyau de 

{V% n v ,x / V% n v') <g> f p — > (vl n v /J -/ v% n V) ® f p , 

et que le rang periodique de H soit egal au cardinal du noyau de 

{V%/V%C\V' L )®¥ P — >• {vl/vlr\V L )®F p . 



' Fp comme 



Terminons l'explication rapide le diagramme (j2.2.Aj) : les immersions ouvertes My My 
et My 3 ^ My ,3> sont des plongements toro'idaux localement de type fini associes a la 
restriction de 5? a C{V/V' L ). 
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Passons a une description plus precise des champs algebriques My et My,g '■ il existe un 
diagramme commutatif de champs algebriques sur Spec(Z) 



(2.2.B) 



Mv',9 >■ By,® 

■Kyi 

My >- By 



■Ay, 
- Ay 



dans lequel 

i. Ay est la variete de Siegel qui parametre les schemas abeliens principalement polarises 
de genre g — rg(V'), 

ii. Ay,® est la variete de Siegel qui parametre les schemas abeliens principalement polarises 
de genre g — rg(V') munis d'un sous-groupe fini, plat et totalement isotrope de rang egal 
au cardinal du noyau de 

{v% n v ,J -/ v% n V) <g> f p — > {vlc\v lL /vlc\V)®w p , 



iii. By — > Ay parametre les extensions 

— > T — > G — ► Aq — »• , 

ou To = Hom(y/y /± , G m ) et Ao est la variete abelienne universelle sur .Ay/, 

iv. Sy',® — > parametre les diagrammes commutatifs d'extensions 







T G A 



Ti Gi 



^0 



o — - r{ — *■ g; >- A\ *■ 

" Y 

Tq G' Q A* 



ou la chaine To — > T\ — > T[ — > Tq est fixee par les formulGs T{ — Honi(V^ YV'^,G m ) 
et T[ = Hom(V^/y'- L ,G m ) pour i = et 1, ou la chaine A -> Ai -> A' -> A est 
fixee et provient de la chaine d'isogenies universelles sur Ay',®, et ou le compose vertical 
Go — > G est la mutiplication d'un isomorphisme par p et Aq — > A l Q est la multiplication 
de la polarisation principale par p, 

v. My — > By' parametre les 1-motifs principalement polarises [V/V /J - — )> Go], 
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vi. My ,2 ~^ Bv,2 parametre les diagrammes commutatifs de 1-motifs 

[V%/V r± -G ] 

[Vl/V 1 - -Gx] 

[V|/^ — G'J 

ou la chaine V^/V' 1 ~ est fixee et est determinee par ou la chaine Go —¥ G\ — > G[ — > 
G est fixee et provient de la chaine d'isogenies universelles sur By ou le 1-motif 
\V%/V' 1 ' — > G ] est dual de \y%/V'- L — > Go] et la composee des fleches verticales est la 
mutiplication d'une polarisation principale de [V^/V 1 - — > Go] par p. 

Dans le diagramme (|2.2.Bp . les fleches verticales correspondent a l'oubli du niveau, et sont 
definies de maniere evidente en utilisant l'isomorphisme V^, ^> V de multiplication par p. Le 
morphisme By — > Ay est un schema abelien par la formule de Barsotti-Weil, et le morphisme 
My -> By est un torseur sous le tore Hpm(Sym 2 (V'/F / - L ), G m ). D'apres |St08j par. 1.4.7], 
le morphisme By^ — > A g ^ est egalement un schema abelien et Mv,& ~^ By ,2 un torseur 
sous un tore. 

Enfin, My «— >■ My e t My 9 My 2 sont les fibres en plongements toro'idaux sur By 
et By q associes a la restriction de y a C(V '/V'^). Ce sont des champs algebriques lo- 
calement de type fini sur Spec(Z) munis de stratifications respectivement parametrees par 
{V" G £ | V" C V'}/T et par {V" £ £ | V" C V}/Y 3 . Notons Yy et Yy, oj les strates parame- 
trees par V' : ce sont les uniques strates fermees. Notons Yy le stabilisateur de V' dans T, et 
IV' 2 = IV' fir^. Le groupe discret Ty/ agit sans point fixe sur My en preservant Fy, et le 
quotient My /Ty est de type fini sur Spec(Z). II en est de meme pour Vy' 2 e t My 2- Nous 
pouvons a present preciser le lien entre compactifications toro'idales et espaces de modules de 
1-motifs. La proposition suivante resulte de [FC90, th. IV. 5. 7] et de [St08, th. 3.2.7.1]. 

Proposition 2.3. — // existe des isomorphismes canoniques stratifies 

M v , I Yy — > Ag et M y , 9 / 1 v',2 — > A g9 
En particulier, il existe des isomorphismes Yy /Ty/ Zy> et Yyi gi/Yyi c% Zyi^. 

2 A. Definition de la stratification. — Nous prolongeons a present aux compactifications 
toro'idales les sous-schemas definis dans la premiere partie. Nous raisonnerons pour cela strate 
de bord par strate de bord, en expliquant quelles strates et quels sous-schemas de chacune de 
ces strates considerer. Nous verrons a la fin de ce paragraphe que les sous-schemas construits 
peuvent etre decrit comme le lieu des compactifications toro'idales ou le rang multiplicatif 
d'un groupe quasi-fini et plat est fixe ; cela fera le lien avec les definitions de l'introduction de 
Particle. 
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Introduisons au prealable quelques notations : 



t? 

^■9 

^9 
^9 



{Vet \ rg(F') < r } 
t 

{ v e e | vyv 1 = vyv 1 - 



{Vet \V%/V' 



9. 



vl/v± } 



^9 ■ 



Pour tout V' € t r (resp. t- r , t- r ), appelons Ay, (resp. Ay , Ay,) le sous-schema localement 
ferme de Ay' x Spec(F p ) ou le rang multiplicatif est egal (resp. superieur, inferieur) a p r ~ r s( v '\ 
Avec les notations de la premiere partie, on a done 



A\n = A 



r-rg(V') 



A 



>r-rg(V) 



A 



<r-rg(V) 



V - •^ g -rg(V) ~V ~ ^g-rg(V') ~V ~ "~g-rg(V') 

De meme, notons Ay, m le sous-schema localement ferme de Ay $ x Spec(F p ) ou le rang 

multiplicatif est p r ~ r s( v ') e t ou Ker(j4o — >• A±) est multiplicatif, et ainsi de suite pour Ay V , ^ 

et A^i q,. Definissons By,, ByJ, B^ T , , By, @ , Y v ,, Yy,^ % My,, ~M?y, 9 , ■ ■■ par 
produits fibres. Par exemple : 

By, = B V > XA V , Ay By = &V' X A V , Ay T , ®V',9 = ®V,9 X A V , B Ay, 9 



Yy, = Yy, X Ayf Ay, Y{r,oj = Y V > ,9 X Ay,^ A y, OJ M V> ,9 = Mv,9 XA yl>m Ay,® 



>r 



Les immersions My, M\/, , Mv 



1 v ) 



l V',9 



V' ,91 
Myi 9 , M 



<r 
V 



My x Spec(Fp) et M 



<r 
V',9 



7 <r 



7 <r 



My, 9 x Spec(Fp) sont fermees ; les immersions My My, My 9 ^ My 9 , My 

7 >r 



My x Spec(Fp) et My, 9 > My 1 , 9 X Spec(F p ) sont ouvertes. 



Remarque 2.5. — En vertu du theoreme de Oort |Oo91j . on peut voir que My est dense 
dans My ; nous n'utiliserons pas ce fait dans la suite. 



En quotientant Yy,, Y^ et Yy) par Yy (resp. Yy, @ , Yy, " 9 et Yy) ' & par Y V ',@) 



Ton obtient 



des sous-schemas localement fermes Zy,, Z^ r , et Z^ r de A g x Spec(F p ) (resp. Zy, 9 , Zy, 9 



et Zy T , 9 de A g> s, x Spec(F p ). 

Remarque 2.6. — Lorsque V' = 0, on a Zy, 
et ainsi de suite. 



Ag, Zy, — A g , Zy, t Q — Ag y $, Zy, ^ 



A T 



Nous prolongeons les sous-schemas localement fermes definis dans la premiere partie aux 
compactifications toroi'dales en posant 

A g = UygC %y A~ = Uy, £ £>r 



A, 



g,9 



V',9 



A, 



Ir 
g,9 



7 >r 



A. 



On obtient ainsi un diagramme commutatif 



7 >r 
V',9 



A, 



<r 

lr 
g,9 



7 <r 



{JyfZ£<r 



V 

<r 
V',9 



—r<r 

A g,9 



■A 



g,9 



A g,3 



A, 



<r 



a: 



'A, 



>r 
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Dans la proposition suivante, nous explicitons la structure locale de chacun des schemas definis 
plus haut. La demonstration est immediate a partir de la prop osit ion 1 2 . 3 1 et de la construction. 

Proposition 2.7. — Pour tout V £ (27 , il existe un isomorphisme canonique stratifie 

(raw***/ iv ra hz!> ' • 

11 en est de meme pour A g , A g , A g ^, A g @ et A g @. 

Nous avons montre precedemment que Ay, etait ferme dans Ayi ■ En utilisant la proposi- 
tion [2771 nous en deduisons le corollaire suivant. 

Corollaire 2.8. — Les immersions X g ^ A^ r , ~X g $ > A~f^, Af r ^ A g x Spec(F p ) 
et Af% A 9l @ x Spec(Fp) sont fermees. Les immersions A g )■ ^lf r , ^ ^ ^ A g ^, 
A^ r ^ A g x Spec(Fp) ei «4gj^ > -4g,^ x Spec(F p ) sont ouvertes. 

Remarquons que ~Myi est le sous-schema de A4y X Spec(F p ) ou le groupe Go[p] es t de rang 
multiplicatif p r . En effet il existe sur Aiy x Spec(F p ) une suite exacte — > 2b[p] — > Go\p] — > 
Aq\p\ —t-0 dans laquelle le groupe To\p] est de rang multiplicatif p rg ^ v '\ et dans laquelle Ao\p] 
est de rang multiplicatif p r ~ r s( v ) exactement sur Ai v ,. De meme, My @ est le sous-schema 

de My ,9 x Spec(Fp) ou Ker(G -> Gi) est de rang p r et egal a G [p] mul . 

Rappelons que d'apres [FC901 th. IV. 5. 7], le schema abelien universel Go sur A g s'etend en 
un schema semi-abelien sur A g que Ton note encore Go- On etend le sous-groupe universel H 
a An 9 en prenant son adherence dans le groupe quasi-fini et plat Go[p] ; on note encore H 
le groupe quasi-fini et plat obtenu sur A g @. Pour tout V £ £, la restriction de Go a Zy 
correspond a la restriction de Go a Yy par les isomorphismes de la proposition 12.31 De 
meme, la restriction de H a Zy ® correspond a la restriction de Ker(Go — > G\) a Yy @. La 
proposition 12.71 montre par consequent que A^ g est le sous-schema de A g X Spec(F p ) ou le 
rang multiplicatif de Go[p] est p r ; nous avions utilise cette propriete pour definir A g dans 
l'introduction. De meme, A g g est le sous-schema de A g ^ x Spec(F p ) ou H est multiplicatif 
de rang p r et egal a Go[p] mul . En particulier, H est fini et plat sur A T g @. 

2.9. Oubli du niveau. — Nous montrons que le morphisme d'oubli du niveau W se comporte 
exactement de la meme maniere qu'avant compactification. 

Proposition 2.10. — Le morphisme If : A 9l ® — > A g est etale en tout point de A g r $ et induit 
une surjecnon de A g ^ sur A g . 

Demonstration. - L'enonce de surjectivite est clair. On deduit de la proposition 12.71 que 
pour montrer que 

W : Ag,® — > Ag 

est etale en tout point de Ag~^, il suffit de montrer que pour tout V' € ^gT) ^ e niorphisme 

Ty : My,@ — > My' 

est etale en tout point de Aiy @. Nous allons demontrer ceci par devissage. D'apres la pro- 
position [TT3l le morphisme naturel 

Av',@ — > Ay 
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est etale en tout point de Ay, g. On en deduit que la fleche By x A v i Ay\® By est etale 
en tout point de By, x^>r Ay, @. Puis le morphisme naturel 

Bv,£> — > By xa v , Ay,® 
est etale en tout point de B^ T , g. En effet, By, 9 parametre les diagrammes 

(2.10.A) Vl/V' 1 - *Ao 

f 



V%/V f± A\ 

f 

done le morphisme By ^ — > By x_4^, Ay'.S) es t un Ker(/*)-torseur, et /* est etale en tout 
point de Ayi q par definition. On en deduit que la fleche 

My x By , By',9 — ► My 

est etale en tout point de Mrf, x R >>- By q,- H est equivalent de montrer que le morphisme 

yi 3 

Mv',9 > My i 

est etale, de montrer que My,® — > My ^b v , By t @, et de montrer que les tores relatifs aux 
torseurs M.y 9 — > By/ % et My — > By sont les memes, a savoir 
Cela resulte du fait que My g parametre les diagrammes 

V% /V' 1 - — ^ Go 
Vl/V' 1 - -Gx 

qui relevent le diagramme I2.10.A| que sur My Xb v , By, 9 011 connait V@/V — > Go, 
V%/V' x -> G' et G -> Gi -)■ G[ -»• G' , et que par hypothese, les 1-motifs [V^/V 1 - -> Gi] 
et [V^/y'" 1 " — > Gj] doivent etre duaux. II reste a prouver que le morphisme 

M~V',9 > Myt 



vkiv' 1 - 



A 
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est etale en tout point de My/ g ; cela est evident car les donnees combinatoires et les struc- 
tures entieres utilisees pour definir ces deux plongements toro'idaux sont les memes, a sa- 
voir y\ c{ y/v>±) ^ Sym^V/V' 1 -). □ 

Corollaire 2.11. — Le morphisme W : A g @ — > A g est un isomorphisme. 

Demonstration. - D'apres la proposition 12.101 W est etale et surjectif. II est en particulier 
quasi-fini et plat, et le cardinal de ses fibres geometriques decroit par specialisation. Comme 
7r : A r n m — > A r n est universellement injectif d'apres le lemme [TT2l on voit que les fibres geome- 
triques W sont des singletons : 7f est un homeomorphisme universel. C'est done un isomorphisme 
puisqu'il est etale. □ 

Remarque 2.12. — Montrer directement l'universelle injectivite de W : A!^ g — > A r g aurait 
pose un petit probleme de presentation, car cette question ne se reduit pas immediatement 
a l'etude de My/ $ — > My/ : il faut tenir compte de Taction de V et de Tg. Nous avons 
contourne ce probleme en montrant d'abord le caractere etale, puis en utilisant la densite 
de A r g 0J dans ~X g & . 

2.13. Un sous-champ ouvert. — Dans ce paragraphe, nous construisons un sous-champ 
ouvert A 9t Q de A g g sur Spec(Z) tel que le sous-groupe universel Hq soit fini et plat de rang 
p r sur A g g et tel que 

Ag % > A g> g x Spec(Fp) . 

Cette construction nous sera utile pour verifier que le sous-groupe canonique partiel est fini 
et plat sur des voisinages stricts convenables. Notons done 

et rappelons que (C^ est l'ensemble des V' G £ tels que rg(V') < r et 

v%/v ,x = vl/v' 1 - = vl/v' x . 

D'apres les definitions, il est clair que A g @ A g ^ x Spec(F p ). Si V" et V' sont deux elements 
de £, on sait que Zy g est inclus dans l'adherence de Zyi g dans A g ^ si et seulement si V" 
est inclus dans ~f-V pour un element 7 de T@. Nous en deduisons que A g ^ est un sous-schema 
ouvert de A g ^. De plus, pour tout V' 6 £, la restriction de Hq a Zy 9 est finie et plate de 
rang 

p r~Tg{K C v{V%/V^+pV — > V^/V'-L+pV)) _ 
Ainsi, Hq est fini et plat de rang p r sur A g ^. 

3. Construction de sous-groupes canoniques partiels 

3.1. Enonce du theoreme principal. — Pour tout schema X propre sur Spec(Z p ), on 
note X rig la variete analytique rigide associee, et pour tout sous-schema localement ferme Y 
de X x Spec(Fp), on note ]Y[ son tube dans X ng ; s'il y a ambiguite sur X, on le notera 
plutot ]Y[ X . 
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La theorie des champs en geometrie analytique rigide existe surement, mais n'a jamais ete 
ecrite et n'est vraisemblablement pas completement triviale. Comme nous l'avons mentionne 
dans l'introduction, nous rajoutons done des structures de niveau principales en un entier 
n > 3 premier a p a tous les champs A g , A g , A g , • • • , A g ^, A g> @, A g @, ••• . Cela revient 
juste a considerer les produits fibres des objets de la liste precedente par le morphisme d'oubli 
*4g,n A g sur Spec(Z[l/n]). Les morphismes etales restent etales, et les isomorphes des 
isomorphismes. Mais les champs algebriques sont transformes en schemas, ce qui nous permet 
d'etudier les varietes analytiques rigides associees. 

D'apres le corollaire l2.11l et la remarque suivant le corollaire[278j la formule HL, = (7f _1 )*ffo 
definit un groupe multiplicatif fini, plat et totalement isotrope de rang p r sur ~A^ gn . Le 
groupe -ff mul est inclus dans le groupe quasi-fini et plat Gob] e ^ verifie 

H "mu\,s = Go tS \p] mnl 

pour tout s £ *A. g>n - Le theoreme de rigidite des groupes de type multiplicatif [SGA3 IV th. 
3. bis] montre que -ff mu j se releve canoniquement en un sous-groupe H£ an ^ G[p] qui est fini, 
plat et totalement isotrope de rangp r sur ]^ i7l [- Nous nous demandons s'il existe un voisinage 
strict sur lequel H£ an se prolonge. Le theoreme suivant repond affirmativement a cette question. 

Theoreme 3.2. — // existe un voisinage strict U de ]^4^ n [ dans \A^ n [ et un sous- 
groupe -ff^anU ^ e Go[p] fini et plat de rang p r sur U dont la restriction a 

}^g,n[ 

est egale a -ff<T an . Le sous-groupe H^ n ^ est unique et totalement isotrope des que toute com- 
posante connexe de U rencontre 

Le groupe -ff^anU es * a PP en e « sous-groupe canonique partiel de rang p r sur U ». Sa res- 
triction a l'union des composantes connexes de U qui rencontrent 

] "A-g,n [ 

est canonique. Remarquons qu'il resulte de |Ber96, def. 1.2.1] que cette union disjointe forme 
encore un voisinage strict de ].A gn [. 

Remarque 3.3. — Dans le cas ou v — g, le schema Ag n est le lieu ordinaire de Ag n — Ag^n- 
Le groupe Hcan releve a 

\^g,n\ 

le noyau du morphisme de Frobenius de Go sur sous-groupes canoniques partiels 

de rang p g sont les sous-groupes canoniques habituels. La demonstration du theoreme 13.21 
fournit dans ce cas une nouvelle preuve — non-effective — de certains resultats de [AM04J 
et de |AG07j . 

La preuve du theoreme 13.21 occupe les deux paragraphes suivants. Nous y demontrons 
respectivement l'unicite puis l'existence. 
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3.4. Demonstration de l'unicite. — Soit U un voisinage strict de ]^4 g>n [ dont chaque 
composante connexe rencontre 

Montrons qu'il existe au plus un sous-groupe canonique partiel de rang p r sur U. Notons Ag^ n 
et A g xi n q les champs algebriques rigides localement de type fini obtenus par analytification de 

Ag, n x Spec(Qp) 

et de 

A g , n ,& x Spec(Qp) . 

L'ouvert Ag n n de A g ig n est done Zariski-dense. Rappelons le resultat suivant de geometrie 
rigide |Lul th. 1.6 I)]. 

Proposition 3.5. — SoitX une variete rigide lisse et Z unferme de Zariski de X. Notons V 
l'ouvert complementaire de Z dans X. La variete rigide V est irreductible. 

Corollaire 3.6. — Toutes les composantes connexes de U D Ag n n rencontrent A V gn D Ag^ n . 

Demonstration. — L'ouvert U est reunion de ses composantes connexes, qui sont irreductibles 
puisque 

A rig 

l'est. Les composantes connexes de U D Ag™ n sont en bijection avec celles de U d'apres la 
proposition 13.51 Comme toutes les composantes connexes de U rencontrent 

il en est de meme des composantes connexes de U H Ag n n . □ 

Nous pouvons a present demontrer qu'il existe au plus un sous-groupe canonique partiel de 
rang p r sur U. Soient H et H' deux tels sous-groupes. Leur restriction a U Pi A*g% determinent 
deux sections s et s' de 

sur U H A V g% qui coincident sur ]^ n [n^lg 1 j n. D'apres le principe de prolongement analy- 
tique [Ber96, prop. 0.1.13] et le corollaire 13.61 les sections s et s' coincident sur la variete 
integre U D Ag%. Ainsi, les restrictions de H et H 1 a 

U n Ag^ n 

sont egales. Comme U Pi Ag% est dense dans U et H (resp. H 1 ) est fini et plat sur U, le 
groupe H (resp. H') est egal a l'adherence de Hjj (resp. H'jj) dans Gq. On a done H = H' 
sur U, ce qui termine la demonstration de l'unicite. 

3.7. Demonstration de l'existence. — Dans |Ber96, th. 1.3.5], Berthelot etudie le pro- 
bleme general suivant de geometrie rigide. Soit 
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un diagramme commutatif ou P et P' sont des schemas formels de type fini sur Spf(Z p ), ou 
Y, Y' et X sont des schemas de type fini sur Spec(F p ), ou j et j' sont des immersions ouvertes, 
et ou i et i! sont des immersions fermees. On suppose que u est propre et que v est etale sur 
un voisinage ouvert de X dans P'. Berthelot montre alors que u induit un isomorphisme entre 
un voisinage strict de ]-X"[p/ dans ]^'[p' et un voisinage strict de ]X[p dans ]Y[p. 

Notons A g ^ n et A gn @ les completions formelles p-adiques de Ag >n et de Ag jn ^, puis appli- 
quons le resultat de Berthelot au diagramme commutatif 

-fr ~A- r ~T for 









TV 


7T 


TV 



X ^ A~ r - ~Z for 

dans lequel W est propre, realise un isomorphisme entre X „ g et A gn d'apres le corollaire l2.111 
et est etale sur un voisinage ouvert de 

—r>r 
•™g,n,& 

dans A g ° X n Q, d'apres la proposition 12.101 et le caractere quasi-compacite de A g ^ n ^. Nous en 
deduisons l'existence d'un voisinage strict V de 

]-Ag,n,@[ 

dans ].Aj^ et d'un voisinage strict U de ]^ )7l [ dans ]A^ tel que 7f realise un isomorphisme 
entre V et U. Le groupe (W~ 1 )*Hq est alors quasi-fmi et plat sur U, et sa restriction a 

est egale a H£ an . Nous aurons demontre le theoreme l3.2l si. quitte a rapetisser U, nous prouvons 
que (7f _1 )*ffo est fini et plat de rang p r sur U. 

Remarque 3.8. — II est clair que (7f _1 )*.f/o est fini et plat de rang p' r sur le lieu UC\ \A g , n \ 
des varietes abeliennes ayant bonne reduction. 

Pour montrer que, quitte a rapetisser U, le groupe (tt~" 1 )*Hq est fini et plat de rang p r 
sur U, il suffit de montrer que, quitte a rapetisser V, le groupe Hq est fini et plat de rang p r 
sur V. Notons A g ^ n ^ le schema sur Spec(Z[l/n]) obtenu par changement de base de A g ^ via 
A g ,n A g (cf. paragraphe 12 .13]) . Notons 

J rig 

la variete analytique localement de type fini associee au schema, *A,q n m x Spec(Q„). Elle forme 
un ouvert de Zariski dans 

-Trig 

et Hq est fini et plat de rang p r sur A g ^ g. Comme A r g n cj est inclus dans A g>nt @ x Spec(F p ), 
tout voisinage strict de 

\~^g,n,&\ 

dans ]^J^ t ^[ contient un voisinage strict inclus dans ]A^ n ^[n A g ^ & . Quitte a rapetisser V, 
on peut done supposer que Hq est fini et plat de rang p r sur V , ce qui termine la demonstration 
du theoreme 13.21 
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